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 Sur les Permutations Compte ´  es par les Nombres de Genocchi de
 1-ie `  re et 2-ie `  me Espe `  ce
 G . K REWERAS
 The two kinds of Genocchi numbers are known to enumerate permutations satisfying specific
 conditions . Two additive devices are proposed to generate these numbers and to distribute
 them according to the first term of the relevant permutations .
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 1 .  I NTRODUCTION
 Les nombres de Genocchi proprement dits  G 2 n  (appele ´  s ici de premie `  re espe `  ce) sont
 ceux de la suite dont les premiers termes sont
 n  5
 G 2 n  5
 1
 1
 2
 1
 3
 3
 4
 17
 5
 155
 6
 2073
 7
 38227
 Connus depuis Euler sous plusieurs de ´  finitions analytiques e ´  quivalentes , ils ont e ´  te ´
 identifie ´  s par D . Dumont en 1974 [ 2 ] comme comptant les permutations  p  de [2 n  2  1]
 qui posse `  dent la proprie ´  te ´
 p(i  1  1)  .  p(i)  si  p(i)  est  impair ,
 p(i  1  1)  ,  p(i)  si  p(i)  est  pair .
 Nous appellerons de telles permutations des  permutations de Dumont de  1 - re espe `  ce
 (PD1) . Remarquons que dans une PD1 de [2 n  1  1] le dernier terme est toujours 2 n  1  1 ;
 le premier terme peut e ˆ  tre 2 ,  3 ,  .  .  .  ,  2 n .  Il y a par exemple  G 6  5  3 PD1 de [5] , qui sont
 21435  34215  42135 .
 Dans la Section 2 nous construirons par un algorithme additif un tableau triangulaire
 T1 , dans lequel les 2 n  2  1 termes de la  n -ie `  me ligne seront de ´  signe ´  s par
 g (2)  g (3)  ?  ?  ?  g (2 n )
 et les 2 n  1  1 termes de la ( n  1  1)-ie `  me ligne par
 h (2)  h (3)  h (4)  ?  ?  ?  h (2 n  1  1)  h (2 n  1  2) .
 2 .  F ORMATION DU  T ABLEAU T1
 2073
 155
 2073
 17
 155
 3991
 3
 17
 293
 3681
 1
 5
 31
 259
 5151
 1
 1
 5
 25
 349
 4289
 1
 3
 31
 259
 5151
 3
 17
 293
 3681
 17
 155
 3991
 155
 2073  2073
 La re `  gle de formation est la suivante :
 h (2 k )  5  h (2 k  2  1)  1  [ g (2 k  2  1)  1  g (2 k )  1  ?  ?  ?  1  g (2 n )] ,
 h (2 k  1  1)  5  h (2 k )  2  [ g (2)  1  g (3)  1  ?  ?  ?  1  g (2 k  2  1)] .
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 En particulier , le premier terme de la ligne  n  1  1 est la somme de tous les termes de
 la ligne  n :
 h (2)  5  g (2)  1  g (3)  1  ?  ?  ?  1  g (2 n ) .
 Ainsi , par exemple ,
 259  5  293  2  (17  1  17) ,
 349  5  259  1  (25  1  31  1  17  1  17) .
 P ROPOSITION 1 .  g ( k ) ( resp . h ( k ))  est le cardinal de l ’ ensemble G ( k ) ( resp . H ( k ))  des
 PD 1 de  [2 n  1  1] ( resp .  [2 n  1  3])  qui commencent par k .
 Ainsi le nombre 5 (au milieu de la 3-ie `  me ligne) compte les PD1 de [7] qui
 commencent par 4 , et qui sont
 4213657  4215637  4216357  4356  217  4362157 .
 D E ´  MONSTRATION .  La de ´  monstration (par re ´  ccurence) repose sur le fait qu’il y a deux
 manie `  res (P) et (Q) de partitionner  H (2 k ) en deux classes comple ´  mentaires .
 Partition  ( P ) .  Classe  P 9 : les permutations ou `  2 k  n’est pas imme ´  diatement suivi de
 2 k  2  1 .  Classe  P 0 : les permutations qui commencement par  2k  2 k  2  1 .
 Le cardinal de  P 9 n’est autre que  h (2 k  2  1) .  En ef fet , toute permutation de cette
 classe peut s’e ´  crire
 p  5  2kA 2 k  2  1 R ,
 ou `  l’on de ´  signe par des majuscules des blocs de termes conse ´  cutifs . Le bloc  non - y  ide A
 commence par un ou plusieurs termes  , 2 k ; on peut donc e ´  crire
 p  5  2kBC 2 k  2  1 R ,
 avec  B  compose ´  de termes  , 2 k  et  C  ou bien vide , ou bien commenc ¸  ant par un terme
 . 2 k .  On peut alors bijecter  p  avec
 q  5  2k  2  1 C 2 kBR ,
 qui est , comme on s’en assure aise ´  ment , la permutation la plus ge ´  ne ´  rale de  H (2 k  2  1) .
 Le cardinal de  P 9 est donc bien  h (2 k  2  1) .
 Dans la classe  P 0  on peut traiter chaque permutation de la manie `  re suivante :
 supprimer les deux termes initiaux 2 k  et 2 k  2  1 ,  et dans les termes qui restent diminuer
 de 2 tous les termes  . 2 k  sans changer les autres . On forme ainsi une bijection de  P 0
 dans l’ensemble de toutes les permutations de [2 m  1  1] qui commencennt par un terme
 . 2 k  2  2 ,  ensemble dont le cardinal est
 g (2 k  2  1)  1  g (2 k )  1  ?  ?  ?  1  g (2 n ) .
 On est ainsi assure ´  que
 h (2 k )  5  h (2 k  2  1)  1  [ g (2 k  2  1)  1  g (2 k )  1  ?  ?  ?  1  g (2 n )] .  (1)
 Partition  ( Q ) .  Classe  Q 9 : les permutations dans lesquelles le premier terme  . 2 k  est
 autre que (c’est-a `  -dire plus grand que) 2 k  1  1 .  Classe  Q 0 : les autres , c’est-a `  -dire celles
 ou `  tous les termes place ´  s entre 2 k  et 2 k  1  1 sont  , 2 k .
 Toute permutation de la classe  Q 9 peut se moter sous la forme
 p  5  2kDE 2 k  1  1 R ,
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 ou `  tous les termes de  D  sont  , 2 k  et  E  commence par un terme  . 2 k  1  1 .  On peut alors
 bijecter  p  avec
 q  5  2k  1  1 E 2 kDR ,
 qui n’est autre que la permutation la plus ge ´  ne ´  rale de  H (2 k  1  1) .  La classe  Q 9 a ainsi
 pour cardinal  h (2 k  1  1) .
 Les permutations de la classe  Q 0  sont celles ou `  le bloc de ´  signe ´  ci-dessus par  E  est
 vide . Elles sont de la forme
 p  5  2kD 2 k  1  1 R ,
 ou `   R  commence par le premier terme  . 2 k  1  1 .  On peut alors former une permutation
 q  de [2 n  1  1] en supprimant les termes 2 k  et 2 k  1  1 et en diminuant de 2 tous les
 termes  . 2 k  1  1 (il n’en existe que dans  R ) .  Il est aise ´  de s’assurer que  q  est toujours
 une PD1 et commence par n’importe quel terme  , 2 k ; a `  partir d’une telle permutation
 il est toujours possible de retrouver  p  en augmentant de 2 tous les termes supe ´  rieurs a `
 2 k  2  1 ,  en intercalant 2 k  1  1 avant le premier terme  . 2 k  2  1 et en faisant pre ´  ce ´  der le
 tout de 2 k .  On en conclut que le cardinal de la classe  Q 0  n’est autre que
 g (2)  1  g (3)  1  ?  ?  ?  1  g (2 k  2  1) ;
 d’ou `  finalement
 h (2 k )  5  h (2 k  1  1)  1  [ g (2)  1  g (3)  1  ?  ?  ?  1  g (2 k  2  1)] ,
 ce qui peut s’e ´  crire
 h (2 k  1  1)  5  h (2 k )  2  [  f  (2)  1  g (3)  1  ?  ?  ?  1  g (2 k  2  1)] .  (2)
 Les formules (1) et (2) , prises ensemble , constituent pre ´  cise ´  ment la re `  gle de
 formation du tableau T1 ; ce qui ache `  ve d’e ´  tablir la Proposition 1 .
 3 .  C AS DES  P ERMUTATIONS DE  [2 n ]
 On n’a conside ´  re ´  jusqu’a `  pre ´  sent que des PD1 de [2 n  1  1] ,  mais rien n’empe ˆ  che
 d’imposer la condition de Dumont (‘impair suivi d’un plus grand , pair suivi d’un plus
 petit’) aux permutations de [2 n ] .  S’il n’est pas habituel de le faire , c’est parce que ,
 comme il est aise ´  de le voir , ces dernie `  res sont tout simplement en nombre  double  de
 celles de [2 n  1  1] .
 Illustrons le fait par l’exemple 2 n  5  6 ; l’extension a `  2 n  quelconque est imme ´  diate .
 Commenc ¸  ons par remarquer que les PD1 de [2 n ] peuvent e ˆ  tre associe ´  es en paires
 h  p ,  p * j  obtenues par comple ´  mentation a `  2 n  1  1 :
 p  5  356214  ↔  p *  5  421563 .
 Or dans chaque paire une permutation et une seule se termine par un nombre
 impair ,  et par conse ´  quent peut e ˆ  tre suivie de 2 n  1  1 de manie `  re a `  former une PD1 de
 [2 n  1  1] ,  ici 4  215  637 .
 Il est maintenant aise ´  de pre ´  ciser combien de PD1 de [2 n ] commencent par un entier
 donne ´   i .
 Si  i  5  1 ,  la permutation se termine ne ´  cessairement par 2 ; sa comple ´  mentaire
 commence par  2n  et se termine par  2n  2  1 .  Le cardinal correspondant est donc ce que
 nous avons appele ´   g (2 n ) ,  qui est comme nous le savons maintenant e ´  gal a `   g (2) .
 Si  i  5  2 k ,  les permutations possibles sont de deux sortes . Celles qui se terminent par
 un entier impair sont en nombre e ´  gal a `   g (2 k ) .  Les autres peuvent e ˆ  tre comple ´  mente ´  es ,
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 mais commencent alors par  2 n  1  1  2  2 k ; leur nombre sera  g (2 n  2  2 k  1  1) ,  qui est
 comme on l’a vu e ´  gal a `   g (2 k  1  1) .  Le nombre total est donc
 g (2 k )  1  g (2 k  1  1) .
 Si  i  5  2 k  1  1 ,  on voit de la me ˆ  me manie `  re que le nombre total sera
 g (2 k  1  1)  1  g (2 k  1  2) ,
 c’est-a `  -dire finalement  g ( i )  1  g ( i  1  1) quelle que soit la parite ´  de  i .
 On fait ainsi apparaı ˆ tre tout naturellement les sommes de deux termes conse ´  cutifs
 dans le tableau T1 .
 R EMARQUES  C OMPLE ´  MENTAIRES .  (1) De la re `  gle de construction du tableau T1 on
 de ´  duit facilement que chaque fois que six termes de ce tableau pre ´  sentent la
 disposition
 C
 A
 D
 B
 E  F
 on a ne ´  cessairement
 C  1  A  1  B  1  F  5  D  1  E .  (3)
 Pour s’en assurer il suf fit , quelle que soit la parite ´  de  i ,  de se servir de (1) et (2) pour
 retrancher de la dif fe ´  rence  h ( i  1  2)  2  h ( i ) la dif fe ´  rence  h ( i  1  3)  2  h ( i  1  1) .  Cela est vrai
 notamment si  D  est un terme de la colonne centrale et si par conse ´  quent  C  5  E  ; on a
 donc dans ce cas particulier  D  2  F  5  A  1  B .
 (2)  A l’aide de la moitie ´   droite  du tableau T1 (colonne centrale comprise) on peut
 construire un nouveal tableau T’1 en formant a `  partir de chaque ligne de T1  deux lignes
 conse ´  cuti y  es : la premie `  re dont les termes successifs sont
 ?  ?  ?  h ( k )  2  h ( k  1  2)  h ( k  1  1)  2  h ( k  1  3)  h ( k  1  2)  2  h ( k  1  4)  ?  ?  ?
 et la seconde dont les termes , dispose ´  s de me ˆ  me , sont
 ?  ?  ?  h ( k )  1  h ( k  1  1)  h ( k  1  1)  1  h ( k  1  2)  h ( k  1  2)  1  h ( k  1  3)  ?  ?  ?
 Le tableau T’1 commence ainsi par
 1
 1
 1
 1
 2
 8
 8
 56
 1
 2
 3
 6
 14
 48
 3
 3
 17
 34
 17
 17
 Ce nouveau tableau n’est autre que le triangle de Seidel , qui a e ´  te ´  abondamment
 e´ tudie ´  , notamment dans [ 5 ] . Pour s’en convaincre il suf fit de ve ´  rifier dans T’1 les
 re ´  currences qui de ´  finissent le triangle de Seidel : chaque terme d’une ‘premie `  re ligne’
 doit e ˆ  tre la somme de son voisin de gauche et de son voisin du dessus , chaque terme
 d’une ‘second ligne’ doit e ˆ  tre la somme de son voisin de droite et de son voisin du
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 dessus , et bien entendu chaque seconde ligne doit commencer par la somme de toute la
 ligne qui la pre ´  ce `  de . Or on a bien dans T’1 la disposition
 ?  ?  ?  g ( k  2  1)  1  g ( k )  g ( k )  1  g ( k  1  1)  ?  ?  ?
 ?  ?  ?  h ( k )  2  h ( k  1  2)  h ( k  1  1)  2  h ( k  1  3)  ?  ?  ?
 ?  ?  ?  h ( k )  1  h ( k  1  1)  h ( k  1  1)  1  h ( k  1  2)  ?  ?  ?
 La ve ´  rification des re ´  currences ne ´  cessaires se fait gra ˆ  ce a `  l’e ´  galite ´  (3) .
 On met ainsi en e ´  vidence une inte ´  ressante proprie ´  te ´  de la 2 n -ie `  me ligne du triangle
 de Seidel : si on met bout a `  bout cette ligne et son image-miroir a `  gauche (par exemple
 3  6  8  u  8  6  3
 c’est-a `  -dire
 1
 3  3
 3
 5
 3
 3
 5
 3
 3  3
 pour 2 n  5  6) ,  on obtient la re ´  partition des PD1 de [2 n ] suivant leur terme initial
 1 ,  2 ,  .  .  .  ,  2 n .
 On obtient en outre une interpre ´  tation des nombres de Genocchi de 2-ie `  me espe `  ce
 (appele ´  s parfois ‘me ´  dians’ ou ‘associe ´  s’) qui sont ceux qui apparaissent dans la
 premie `  re colonne du tableau de Seidel : 1 , 2 , 8 , 56 , 608 ,  .  .  .  . On reviendra sur ces
 nombres plus loin au Section 5 . Pour l’instant il suf fit de remarquer qu’ils comptent les
 PD1 de [2 n  1  1] qui commencent par  n ou n  1  1 ,  ou encore celles de [2 n ] qui
 commencent par  n .
 A titre d’illustration , voici la liste des 17  1  17 permutations de Genocchi de [6] , dont
 8 commencent par 3 (celles qui se terminent par des entiers pairs sont indique ´  es par un
 accent) :
 135642 9
 143562 9
 156342 9
 213564 9
 214356 9
 214365
 215634 9
 215643
 216435
 341562 9
 342156 9
 342165
 356142 9
 356214 9
 356412 9
 356421
 364215
 413562 9
 421356 9
 421365
 421563
 421635
 435612 9
 435621
 436215
 561342 9
 562  134 9
 562  143
 563  412 9
 563  421
 564213
 621435
 634215
 642135
 4 .  D E ´  TERMINANTS LIE ´  S AU  T ABLEAU T1
 A titre de remarque pre ´  liminaire , observons que dans le tableau T1 , par suite de sa
 re `  gle de construction , le  r -ie `  me terme de la  n -ie `  me ligne est une combinaison line ´  aire
 du terme initial de cette ligne et des termes initiaux des lignes ante ´  rieures , avec des
 coef ficients ne de ´  pendant que de  r  et non de  n .  C’est ainsi que
 ( r  5  3)
 ( r  5  4)
 ( r  5  5)
 ( r  5  6)
 5  5  2 ? 3  2  1
 3  5  2 ? 3  2  3 ? 1
 3  5  3 ? 3  2  7 ? 1  1  1
 31  5  2 ? 17  2  3
 25  5  2 ? 17  2  3 ? 3
 31  5  3 ? 17  2  7 ? 3  1  1
 17  5  3 ? 17  2  13 ? 3  1  5 ? 1
 293  5  2 ? 155  2  17
 259  5  2 ? 155  2  3 ? 17
 349  5  3 ? 155  2  7 ? 17  1  3
 259  5  3 ? 155  2  13 ? 17  1  5 ? 3
 Il est facile de s’assurer , gra ´  ce aux e ´  galites (1) et (2) , que le premier coef ficient de ces
 combinaisons line ´  aires sera toujours  k  chaque fois que  r  e´ galera 2 k  2  1 ou 2 k .  La
 de ´  termination des autres coef ficients ne nous importe pas pout l’instant .
 En vue de ce qui suit il est commode d’extraire d’abord du tableau T1 tous les
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 entiers qui comptent les PD1  commenc ¸  ant  par un nombre pair (c’est-a `  -dire les entiers
 de deux en deux de chaque ligne , y compris le premier et le dernier) , et de les disposer
 sous la forme du tableau (syme ´  trique en lignes-colonnes)
 X  5
 1
 1
 3
 17
 155
 2073
 1
 5
 31
 293
 3991
 3
 31
 349
 5151
 17
 293
 5151
 155
 3991
 2073
 En limitant ce tableau aux  k  premie `  res lignes et colonnes , on obtient une matrice
 carre ´  e dont le de ´  terminant est  X  ( k ) .  On peut appeler  L (0) la premie `  re ligne de ce
 tableau , qui e ´  nume `  re les nombres de Genocchi ,  L (1) la ligne 1  13  7  155  ?  ?  ? obtenu en
 la de ´  calant d’un cran vers la gauche ,  L (2) la ligne 3  17  155  2073  ?  ?  ? et sinsi de suite .
 Il re ´  sulte da la ‘remarque pre ´  liminaire’ (et de la proprie ´  te ´  ge ´  ne ´  rale des
 de ´  terminants) que si l’on veut calculer le de ´  terminant  X  ( k ) ,  il revient au me ˆ  me de
 calculer celui d’une matrice dont la premie `  re ligne est extraite de  L (0) ,  la deuxie `  me du
 double de  L (1) ,  la troisie `  me du triple de  L (2) etc .
 Ce de ´  terminant n’est autre que le produit par  k ! du de ´  terminant de Hankel  H ( k )
 construit a `  partir de la suite  L (0) .  Or un proche parent de celui-ci a e ´  te ´  calcule ´  dans
 [ 3 ] , et de ce calcul re ´  sulte la proprie ´  te ´
 H ( k ) H ( k  2  2) / [ H ( k  2  1)] 2  5  k ( k  2  1) 3 .
 On en conclut aise ´  ment que
 X  ( k ) X  ( k  2  2) / [ X  ( k  2  1)] 2  5  k 2 ( k  2  1) 2 .
 En raisonnant de fac ¸  on entie `  rement paralle `  le , on peut maintenant s’inte ´  resser aux
 autres PD1 de [2 n  1  1] ,  c’est-a `  -dire a `  celles commenc ¸  ant par un  impair , et disposer
 leurs nombres en un nouveau tableau syme ´  trique
 Y  5
 1
 3
 17
 155
 2073
 3
 25
 259
 3681
 17
 259
 4289
 155
 3681
 2073
 Cette fois on se rame `  ne au de ´  terminant de Hankel  K ( k ) de la suite
 1  3  17  155  .  .  .  , dont on de ´  montre sans dif ficulte ´  la proprie ´  te ´
 K ( k ) K ( k  2  2) / [ K ( k  2  1)] 2  5  k 3 ( k  2  1) ;
 et comme  Y ( k )  5  k !  K ( k ) ,  on a cette fois
 Y ( k ) Y ( k  2  2) / [ Y ( k  2  1)] 2  5  k 4 .
 Enfin on peut disposer ensemble  tous  les nombres du tableau T1 en un tableau
 unique en damier , dont les premie `  res lignes et colonnes fournissent un tableau  D
 1
 0
 1
 0
 3
 0
 17
 0
 1
 0
 3
 0
 17
 0
 1
 0
 5
 0
 31
 0
 293
 0
 3
 0
 25
 0
 259
 0
 3
 0
 31
 0
 349
 0
 5151
 0
 17
 0
 259
 0
 4289
 0
 17
 0
 293
 0
 5151
 0
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 Le de ´  terminant  D ( n ) d’un tel tableau de ´  pend de la parite ´  de  n .  On voit , en
 permutant convenablement les lignes les colonnes , que
 D (2 k )  5  X  ( k ) Y ( k )  et  D (2 k  1  1)  5  K ( k  1  1) Y ( k ) ,
 ce qui permet , compte tenu des calculs faits pour  X  ( k ) et  Y ( k ) ,  d’e ´  tablir finalement
 que
 D (2 k  1  1) D (2 k  2  1) / ( D (2 k )] 2  5  D (2 k  1  2) D (2 k ) / [ D (2 k  1  1)] 2  5  ( k  1  1) 2 .
 Les premie `  res valeurs nume ´  riques sont
 D (1)  5  D (2)  5  1 ,  D (3)  5  4 ,  D (4)  5  64 ,
 D (5)  5  9216  5  2 1 0 3 2 ,  D (6)  5  11  943  936  5  2 1 4 3 6 .
 5 .  P ERMUTATIONS DE  D UMONT DE  D EUXIE `  ME E SPE `  CE
 On a donne ´  a `  la Section 3 une interpre ´  tation e ´  nume ´  rative des nombres de Genocchi
 de 2-ie `  me espe `  ce 1 , 2 , 8 , 56 , 608  ?  ?  ? en termes de PD1 particulie `  res . D’autres
 interpre ´  tations e ´  nume ´  ratives avaient en fait e ´  te ´  de ´  couvertes ante ´  rieurement ,
 e´ galement par Dumont et d’autres , notamment dans [ 5 ] et [ 4 ] .
 Nous nous inte ´  resserons spe ´  cialement ici au re ´  sultat suivant : ces nombres comptent
 les permutations  p  de [2 n ] qui satisfont pour tout  i  aux conditions
 p (2 i  2  1)  .  2 i  2  1  et  p (2 i )  ,  2 i .
 On les appelle parfois ‘de ´  rangements de Genocchi’ ; nous pre ´  fe ´  rons les appeler
 permutations de Dumont de deuxie `  me espe `  ce  ou PD2 .
 E XEMPLE .  Les 8 PD2 de [6] sont
 214365  314265  415263  514263
 215364  315264  415362  514362 .
 Une remarque e ´  vidente est que dans toutes les PD2 le  deuxie `  me  terme est toujours
 e´ gal a `  1 , et que dans celles de [2 n ]  l ’ a y  ant - dernier  terme est e ´  gal a `  2 n .
 Une remarque un peu moins e ´  vidente est qu’a `  partir de toute PD2 on peut en
 obtenir une autre en  inter y  ertissant ,  quel que soit  k ,  les termes e ´  gaux a `  2 k  et 2 k  1  1 .  Il
 en re ´  sulte que le  n -ie `  me nombre de Genocchi de 2-ie `  me espe `  ce est divisible par la
 puissance ( n  2  1)-e `  me de 2 ; la suite des quotients commence par
 1  1  2  7  38  ?  ?  ?
 Cette suite a notamment e ´  te ´  e ´  tudie ´  e par D . Barsky [ 1 ] , qui a montre ´  par des moyens
 analytiques que ses termes (a `  partir du second) sont alternativement pairs et impairs .
 Ces quotients comptent , si l’on veut , les PD2 particulie `  res qui satisfont a `  l’exigence que
 les termes pairs 2 k  apparaissent toujours  a y  ant  2 k  1  1 ; nous les appellerons PD2
 normalise ´  es  (PD2N) . Il est clair que les PD2N de [2 n ] ne peuvent commencer que par
 2 ,  4 ,  6 ,  .  .  .  ,  2 n  2  2 .
 Pour compter combien de PD2 de [2 n ] commencent par un entier donne ´  , il suf fit de
 pouvoir le faire pour une PD2N . S’il y par exemple  x  PD2N de [12] qui commencent
 par 4 (en fait on verra que  x  5  69) ,  on en conclura qu’il y a 16 x  (c’est-a `  -dire 1104) PD2
 qui commencent par 4  ou  5 ,  dont la moitie ´  (552) par 4 et 552 par 5 .
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 A cette fin on est amene ´  a `  construire le tableau T2 que voici :
 1
 1  1
 2  3  2
 7  12  12  7
 38  69  81  69  38
 295  552  702  702  552  295
 3098  5901  7857  8559  7857  5901  3098
 La re `  gle de construction de ce tableau est assez analogue a `  celle qui a permis de
 construire le tableau T1 :
 (a)  Le terme initial de chaque ligne est la somme de tous les termes de la ligne
 pre ´  ce ´  dente
 (b)  Chaque fois que 5 termes pre ´  sentent la disposition
 A  B
 C  D  E
 on a
 E  5  2D  2  C  2  A  2  B .
 Cette re `  gle revient , par exemple pou la dernie `  re ligne explicite ´  e ci-dessus , a `  en e ´  crire
 la premie `  re moitie ´
 3098  2  0  5  0  1  295  1  562  1  702  1  702  1  552  1  295
 5901  2  3098  5  295  1  552  1  702  1  702  1  552
 7857  2  5901  5  552  1  702  1  702
 8559  2  7857  5  702
 Sous cette forme il devrait e ˆ  tre possible de de ´  montrer par une re ´  currence
 approprie ´  e , analogue a `  celle utilise ´  e a `  la Section 2 , que ces entiers donnent bien la
 re ´  partition des PD2N suivant leur terme initial . Nous n’avons malheureusement pas
 pu e ´  tablir cette re ´  currence de fac ¸  on indiscutable . C’est donc comme  conjecture  que
 nous e ´  nonc ¸  ons la .
 P ROPOSITION 2 .  Le k - ie `  me terme de la n - ie `  me ligne du tableau T 2  est le nombre de
 PD 2 N de  [2 n  1  2]  qui commencent par  2 k .
 La conjecture est ve ´  rifie ´  e aussi loin que nous ayons pu pousser la ve ´  rification . En
 particulier les trois premie `  res lignes de T2 correspondent bien aux permutations
 2143
 214365  415263
 21436587  41526387  61427385
 21637485  41627385  61427583
 41627583
 6 .  R EMARQUES  A RITHME ´  TIQUES
 Le tableau T2 posse `  de plusieurs proprie ´  te ´  s qui re ´  sultent de sa re `  gle de construction .
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 (1)  Calcul modulo  6 .  Si l’on calcule modulo 6 , le tableau T2 donne
 1
 1  1
 2  3  2
 1  0  0  1
 2  3  3  3  2
 1  0  0  0  0  1
 2  3  3  3  3  3  2
 ?  ?  ?  ?  ?  ?  ?  ?  ?  ?  ?  ?  ?  ?  ?  ?  ?  ?  ?  ?
 Aplique ´  aux bords du tableau , ce re ´  sultat confirme et e ´  tend le principal re ´  sultat
 obtenu dans [ 1 ] sur les nombres de Genocchi de 2-ie `  me espe `  ce .
 (2)  Somme alterne ´  e .  Si pour les lignes commenc ¸  ant par un nombre impair les sommes
 alterne ´  es sont e ´  videmment nulles , pour toute ligne dont le terme initial est  pair  la
 somme alterne ´  e est e ´  gale a `  la  moitie ´   de ce terme ; par exemple
 38  2  69  1  81  2  69  1  38  5  19  ( 5 38 / 2)
 (3)  De ´  terminants .  Dispose ´  sous la forme
 E  5
 1
 1
 2
 7
 38
 1
 3
 12
 69
 552
 2
 12
 81
 702
 7857
 7
 69
 702
 8559
 38
 552
 7857
 Le tableau T2 engendre des de ´  terminants successifs dont le calcul peut se conduire
 suivant une me ´  thode analogue (en plus simple) a `  celle suivie pour le tableau T1 .
 La remarque pre ´  liminaire ade ´  quate est que dans T2 le  k -ie `  me terme de la  n -ie `  me
 ligne est de nouveau une combinaison line ´  aire du terme initial de cette ligne et des
 termes initiaux des lignes ante ´  rieures , avec des coef ficients qui ne de ´  pendent que de  k
 et non de  n :
 ( k  5  2)
 ( k  5  3)
 ( k  5  4)
 1  5  2 ? 1  2  1
 2  5  3 ? 2  2  5 ? 1  2  1
 7  5  4 ? 7  2  14 ? 2  1  8 ? 8 ? 1  2  1
 3  5  2 ? 2  2  1
 12  5  3 ? 7  2  5 ? 2  1  1
 69  5  4 ? 38  2  14 ? 7  1  8 ? 2  2  1
 12  5  2 ? 7  2  2
 81  5  3 ? 38  2  5 ? 7  1  2
 etc .
 Le premier coef ficient est ne ´  cessairement e ´  gal a `   k  par suite de la re `  gle de formation
 du tableau T2 . Il en re ´  sulte que le  n -ie `  me de ´  terminant  E ( n ) est le produit par  n ! du
 de ´  terminant de Hankel  Z ( n ) tire ´  de la suite
 1  1  2  7  38  295  ?  ?  ?
 Ce de ´  terminant ne dif fe `  re de celui des nombres de Genocchi de 2-ie `  me espe `  ce
 1  2  8  56  608  9440  ?  ?  ?
 que par une puissance convenable de 2 . Or ce dernier a lui aussi e ´  te ´  calcule ´  , avec des
 notations dif fe ´  rentes , dans [ 3 ] . Par un calcul paralle `  le on e ´  tablit que
 Z ( n ) Z ( n  2  2) / [ Z ( n  2  1)] 2  5  [ n ( n  2  1) / 2] 2 .
 Il en re ´  sulte finalement que
 E ( n ) E ( n  2  2) / [ E ( n  2  1)] 2  5  n 3 ( n  2  1) / 4 .
 Les premie `  res valeurs sont
 E (1)  5  1 ,  E (2)  5  2 ,  E (3)  5  54 ,  E (5)  5  69  984  5  2 5 3 7 .
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